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Conjetura de Hodge

La conjetura de Hodge pregunta bajo qué condiciones un espacio con una
forma arbitraria resulta ser, en realidad, uno que puede describirse mediante
ecuaciones polinomiales.
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Ternas Pitagéricas

Pregunta:;j Cudles tridangulos rectangulos tienen sus lados de longitud entera?
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Ternas Pitagéricas
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(x,) 2uv WP —v?

X = —_—
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Ndmero congruente

Un ndmero entero d se dice congruente
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Ndmero congruente

Un ndmero entero d se dice congruente si existe un tridngulo rectangulo con
lados racionales cuya area es d, es decir:

d:a?b, 2+b2=¢% ab,ceQso

d=6,(a, b,c) =(3,4,5)
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Ndmero congruente

Un ndmero entero d se dice congruente si existe un tridngulo rectangulo con
lados racionales cuya area es d, es decir:

d:a?b, 2+b2=¢% ab,ceQso
3 20 41
d:5a 7b7 :(77777)
(@b)=(33 %
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Ndmero congruente

Un ndmero entero d se dice congruente si existe un tridngulo rectangulo con
lados racionales cuya area es d, es decir:
ab

d:?, 2+b2=¢% ab,ceQso

Pregunta: jCuéles son los niimeros congruentes? ABIERTA!
{ab)eQ@+b?=c 2 =d} = {(xy) €@ =x(x—d)(x+d)}
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Ndmero congruente

Un ndmero entero d se dice congruente si existe un tridngulo rectangulo con

lados racionales cuya area es d, es decir:
ab 2 2
d:?, aa+b"=c", a,b,c € Qo

Pregunta: jCuéles son los niimeros congruentes? ABIERTA!
{(ab e +b?=c 2 =d} = {(xy) €@ =x(x—d)(x+d)}
(a, b, c) — db  2d°

c—a’c—a
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Ndmero congruente

Un ndmero entero d se dice congruente si existe un tridngulo rectangulo con

lados racionales cuya area es d, es decir:
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Pregunta: jCuéles son los niimeros congruentes? ABIERTA!
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Ndmero congruente

Un ndmero entero d se dice congruente si existe un tridngulo rectangulo con

lados racionales cuya area es d, es decir:
ab 2 2
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Curvas Elipticas
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Curvas Elipticas
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Theorem (Teorema de Mordell-Weil)

Las soluciones racionales de una curva elliptica forman un grupo abeliano
finitamente generado.

Jorge Duque De ecuaciones e integrales a la Teoria de Hodge



Curvas Elipticas

PR

Theorem (Teorema de Mordell-Weil)

Las soluciones racionales de una curva elliptica forman un grupo abeliano
finitamente generado.
E(Q)~ G&®Z',G finito

Jorge Duque De ecuaciones e integrales a la Teoria de Hodge



Longitud de arco

(t,vV1—12) = a(t)
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Longitud de arco

(t,vV1—12) = a(t)

o(t) = /0 o/ (x)]dx = /0
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<1’ Vi 17— X2>
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Longitud de arco

(t,vV1—12) = a(t)

dx

o(t) = /0 o/ (x)]dx = /0

.9(:.&):/0t\/{"fix2
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Longitud de arco

(t,vV1—12) = a(t)

dx

o(t) = /0 o/ (x)]dx = /0

.9(:.&):/0t\/{"fix2

<1’ Vi 17— X2>

= arcsin(t)
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Longitud de arco

at) = (t, g\/ﬂ)

2.2 2
s(t) = / |a’ (x)|dx —/ L )dX , K=1- b—2
\/ —x2 — k2x2) a
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(funciones elementales)?
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Hacia las superficies de Riemann

3
H(t)z/ dz , teC
0
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Hacia las superficies de Riemann

3
H(t)z/ dz , teC
0

p(2)

V p(z) = exp (% |0g(P(Z))> = exp (; / ) (log(p(x)))’ dX>
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Hacia las superficies de Riemann

3
H(t)z/ dz , teC

p(z) = ( l0g(p(2))) = ( (log(p(x)))’ dx)

oo (3 )
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Hacia las superficies de Riemann

3
H(t)z/ dz , teC

p(z) = ( l0g(p(2))) = ( (log(p(x)))’ dx)

oo (3 )

Ejemplo: p(z) =1 - 2°
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Hacia las superficies de Riemann

H(t)_/t dz ,te(C
p(2) = oo ( 2 lo8(p(2))) = ( / (log(p(x )

/7 1 {7 p'(x)dx
<2/ p(x) )

Ejemplo: p(z) =1 - 2°
7 z
/ |
20

Jorge Duque
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Hacia las superficies de Riemann

.

H 1 R
. > D 5

= i i
1 I 1

= i

i |

o
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Hacia las superficies de Riemann
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Hacia las superficies de Riemann
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Hacia las superficies de Riemann

dz

v/ p(2)

En general, el dominio de f es
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Hacia las superficies de Riemann

dz

v/ p(2)

En general, el dominio de f es
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El nimero de integrales independientes es 2g,
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Hacia las superficies de Riemann

dz

v/ p(2)

En general, el dominio de f es

@@@

El nimero de integrales independientes es 2g, donde g es el género de la
superficie de Riemann
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Hacia las superficies de Riemann

dz

v/ p(2)

En general, el dominio de f es

@@@

El nimero de integrales independientes es 2g, donde g es el género de la
superficie de Riemann

‘ Integrales ‘ <= ‘ Topologia
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Toro complejo

Im(z)
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Toro complejo

Im(z)

Figure: T = C/A
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i Curva eliptica o toro complejo? jEs lo mismo!

R+h
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Toro complejo de dimensién 1

AN=6-Z®w-7Z C C ~ Reticulado
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Toro complejo de dimensién 1
fd

/\:1-2@5

7 C C ~ Reticulado
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Toro complejo de dimensién 1

AN~(1,0)-Z® (a,b)-Z CC, a,be R~ Reticulado
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Toro complejo de dimensién 1

AN~(1,0)-Z® (a,b)-Z CC, a,be R~ Reticulado

T ~ C/A\ ~~ Toro Complejo
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Toro complejo de dimensién 1

A~(1,0)-Z® (a,b)-Z C C, a, b€ R~ Reticulado
T ~ C/A\ ~~ Toro Complejo

A< (1,0) - C & (a, b) - C ~ C?
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Toro complejo de dimensién 1

AN~(1,0)-Z® (a,b)-Z CC, a,be R~ Reticulado
T ~ C/A\ ~~ Toro Complejo

A © o 2(1,0)-Co 5(1,-i) - C
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Toro complejo de dimensién 1

AN~(1,0)-Z® (a,b)-Z CC, a,be R~ Reticulado
T ~ C/A\ ~~ Toro Complejo
> 1. 1 .
AN—=C 25(171)-([:@5(1,—1)-((:

HY .= %(1, i)-C, H"' .= %(1, —i)-C, HW0 = H"
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Toro complejo de dimensién 1

AN~(1,0)-Z® (a,b)-Z CC, a,be R~ Reticulado
T ~ C/A\ ~~ Toro Complejo
> 1. 1 .
AN—=C 25(171)-([:@5(1,—1)-((:
0, 1. . 01._ 1 . o _ ol
HY = 2(1,0)-C, H = 5(1,—i)-C, HO=H

A HY o 1
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Toro complejo de dimensién 1

A~(1,0)-Z® (a,b)-Z C C, a, b€ R~ Reticulado
T ~ C/N\ ~~ Toro Complejo
> 1, 1 .
AN—=C :5(1,1)%(3695(1,—/)‘@
0 1. 01,1 . 0 _ 101
H = E(l,l)-C, H = 5(1771)'C, HLO = H
A H" @ H*!

(L0) = 2(11)+ 2(1,-)
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Toro complejo de dimensién 1

A~(1,0)-Z® (a,b)-Z C C, a, b€ R~ Reticulado
T ~ C/A ~~ Toro Complejo
> 1 . 1 ,
AN—=C 15(171)-([:@5(1,—1)-((:
0 1. 011 . 0 _ 101
H = E(l,l)-C, H = 5(1771)'67 HY0 = H
A HY @ H*

(1,0) = 3(1,1) + 3(1,7)

(a, b) = %(1, i)+ T%(l, i), T—a+tib
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Toro complejo de dimensién 1

AN~(1,0)-Z® (a,b)-Z CC, a,be R~ Reticulado
T ~ C/A\ ~~ Toro Complejo
> 1. 1 .
AN—=C 25(171)-([:@5(1,—1)-((:
0, 1. . 01._ 1 . o _ ol
HY = 2(1,0)-C, H = 5(1,—i)-C, HO=H

A HY o 1

A ( HLO @ HO,I

1,0
71,0

Hl,O
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Toro complejo de dimensién 1

AN~(1,0)-Z® (a,b)-Z CC, a,be R~ Reticulado
T ~ C/A\ ~~ Toro Complejo
> 1. 1 .
AN—=C 25(171)-([:@5(1,—1)-((:

WW:;LWC,WJ:%@—WC,WQZWJ

A HY o 1

A ( HLO @ HO,I

1,0
71,0

Hl,O
Hl,O Hl,O

~

T ~
71'1’0(/\) A
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Estructura de Hodge

Pregunta: ;Qué estructura adicional puedo poner sobre un reticulado/espacio
vectorial para que contenga suficiente riqueza que me permita recuperar
informacién geométrica que lo origin6?

V.

Ejemplo:
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Estructura de Hodge

Pregunta: ;Qué estructura adicional puedo poner sobre un reticulado/espacio
vectorial para que contenga suficiente riqueza que me permita recuperar
informacién geométrica que lo origin6?

Definition

Sea A un reticulado. Una estructura de Hodge de peso k en A es una
descomposicion de suma directa de su complexificacion

.

Ejemplo:
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Estructura de Hodge

Pregunta: ;Qué estructura adicional puedo poner sobre un reticulado/espacio
vectorial para que contenga suficiente riqueza que me permita recuperar
informacién geométrica que lo origin6?

Definition

Sea A un reticulado. Una estructura de Hodge de peso k en A es una
descomposicion de suma directa de su complexificacion

Ac:=AN®zC = @ HP9 ~ Descomposicién de Hodge

pt+q=k

.

Ejemplo:
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Estructura de Hodge

Pregunta: ;Qué estructura adicional puedo poner sobre un reticulado/espacio
vectorial para que contenga suficiente riqueza que me permita recuperar
informacién geométrica que lo origin6?

Definition

Sea A un reticulado. Una estructura de Hodge de peso k en A es una
descomposicion de suma directa de su complexificacion

Ac:=AN®zC = @ HP9 ~ Descomposicién de Hodge

pt+q=k

Ha.p = HP9

.

Ejemplo:
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Estructura de Hodge

Pregunta: ;Qué estructura adicional puedo poner sobre un reticulado/espacio
vectorial para que contenga suficiente riqueza que me permita recuperar
informacién geométrica que lo origin6?

Definition
Sea A un reticulado. Una estructura de Hodge de peso k en A es una
descomposicion de suma directa de su complexificacion

Ac:=AN®zC = @ HP9 ~ Descomposicién de Hodge
pt+q=k

Ha.p = HP9

Ejemplo:

{Toro complejo T = C&/A} S {A Estructura de Hodge de peso 1}
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Estructura de Hodge

Pregunta: ;Qué estructura adicional puedo poner sobre un reticulado/espacio
vectorial para que contenga suficiente riqueza que me permita recuperar
informacién geométrica que lo origin6?

Definition
Sea A un reticulado. Una estructura de Hodge de peso k en A es una
descomposicion de suma directa de su complexificacion

Ac:=AN®zC = @ HP9 ~ Descomposicién de Hodge
pt+q=k

Ha.p = HP9

Ejemplo:

{Toro complejo T = C&/A} S {A Estructura de Hodge de peso 1}
Hl,o//\ — A
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Estructura de Hodge

Pregunta: ;Qué estructura adicional puedo poner sobre un reticulado/espacio
vectorial para que contenga suficiente riqueza que me permita recuperar
informacién geométrica que lo origin6?

Definition

Sea A un reticulado. Una estructura de Hodge de peso k en A es una
descomposicion de suma directa de su complexificacion

Ac:=AN®zC = @ HP9 ~ Descomposicién de Hodge

pt+q=k

Ha.p = HP9

Ejemplo:
{Toro complejo T = C&/A} {A Estructura de Hodge de peso 1}

<~
Hl,o//\ — A
= Ac = HY* @ H*!
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Estructura de Hodge

Pregunta: ;Qué estructura adicional puedo poner sobre un reticulado/espacio
vectorial para que contenga suficiente riqueza que me permita recuperar
informacién geométrica que lo origin6?

Definition

Sea A un reticulado. Una estructura de Hodge de peso k en A es una
descomposicion de suma directa de su complexificacion

Ac:=AN®zC = @ HP9 ~ Descomposicién de Hodge

pt+q=k

Ha.p = HP9

Ejemplo:

{Toro complejo T = C&/A} S {A Estructura de Hodge de peso 1}
HY /A = A

= Ac = HY* @ H*!
J: /\R — /\R
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Estructura de Hodge

Pregunta: ;Qué estructura adicional puedo poner sobre un reticulado/espacio
vectorial para que contenga suficiente riqueza que me permita recuperar
informacién geométrica que lo origin6?

Definition

Sea A un reticulado. Una estructura de Hodge de peso k en A es una
descomposicion de suma directa de su complexificacion

Ac:=AN®zC = @ HP9 ~ Descomposicién de Hodge

pt+q=k

Ha.p = HP9

Ejemplo:

{Toro complejo T = C&/A} S {A Estructura de Hodge de peso 1}
HY /A = A
= Ac = HY* @ H*!
J: /\R — /\R
H .= {v € Ac|J(v) =i v}
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Estructura de Hodge

Pregunta: ;Qué estructura adicional puedo poner sobre un reticulado/espacio
vectorial para que contenga suficiente riqueza que me permita recuperar
informacién geométrica que lo origin6?

Definition

Sea A un reticulado. Una estructura de Hodge de peso k en A es una
descomposicion de suma directa de su complexificacion

Ac:=AN®zC = @ HP9 ~ Descomposicién de Hodge

pt+q=k

Ha.p = HP9

Ejemplo:

{Toro complejo T = C&/A} S {A Estructura de Hodge de peso 1}
HYO /A — A
CE/A - Ae = HY® @ H™!
J: /\R — /\R
H .= {v € Ac|J(v) =i v}
HO = {veAc|d(v)=—i-v}



Variedades Proyectivas
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Variedades Proyectivas

B = (C\(0})/ ~, x~y <= x=AyAeC
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Variedades Proyectivas

B = (C\(0})/ ~, x~y <= x=AyAeC

X ={xeP"|a(x)=--- = fi(x) =0} C P" f; Polinomios homogeneos

Jorge Duque De ecuaciones e integrales a la Teoria de Hodge



Theorem (

Sea X C PN una variedad proyectiva suave de dimensién n.

Theorem (Torelli)

A
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Theorem (

Sea X C PV una variedad proyectiva suave de dimensién n. Para cada
0 < k < 2n, existe un reticulado A con una estructura de Hodge de peso k :

Theorem (Torelli)

A
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Theorem (Descomposicién de Hodge)

Sea X C PV una variedad proyectiva suave de dimensién n. Para cada
0 < k < 2n, existe un reticulado A con una estructura de Hodge de peso k :

A& =N ®;C= @ HP9 ~ Descomposicién de Hodge
p+q=k

Theorem (Torelli)
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Theorem (Descomposicién de Hodge)

Sea X C PV una variedad proyectiva suave de dimensién n. Para cada
0 < k < 2n, existe un reticulado A con una estructura de Hodge de peso k :

A& =N ®;C= @ HP9 ~ Descomposicién de Hodge
p+q=k

PG _ |49:P
H," = Hy

Theorem (Torelli)
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Theorem (Descomposicién de Hodge)

Sea X C PV una variedad proyectiva suave de dimensién n. Para cada
0 < k < 2n, existe un reticulado A con una estructura de Hodge de peso k :

A& =N ®;C= @ HP9 ~ Descomposicién de Hodge
p+q=k

PG _ |49:P
H," = Hy

Theorem (Torelli)

o Dos curvas suaves compactas complejas son isomorfas
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Theorem (Descomposicién de Hodge)

Sea X C PV una variedad proyectiva suave de dimensién n. Para cada
0 < k < 2n, existe un reticulado A con una estructura de Hodge de peso k :

A& =N ®;C= @ HP9 ~ Descomposicién de Hodge
p+q=k

PG _ |49:P
H," = Hy

Theorem (Torelli)

o Dos curvas suaves compactas complejas son isomorfas si y solo si existe un
isomorfismo entre sus estructuras de Hodge (polarizadas) de peso 1.
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Theorem (Descomposicién de Hodge)

Sea X C PV una variedad proyectiva suave de dimensién n. Para cada
0 < k < 2n, existe un reticulado A con una estructura de Hodge de peso k :

A& =N ®;C= @ HP9 ~ Descomposicién de Hodge
p+q=k

PG _ |49:P
H," = Hy

Theorem (Torelli)

o Dos curvas suaves compactas complejas son isomorfas si y solo si existe un
isomorfismo entre sus estructuras de Hodge (polarizadas) de peso 1.

e Dos superficies K3 (i.e. superficies complejas compactas, simplemente
conexas, cuyo espacio de 2-formas holomorfas globales esta generado por
una dnica forma holomorfa no degenerada) son isomorfas
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Theorem (Descomposicién de Hodge)

Sea X C PV una variedad proyectiva suave de dimensién n. Para cada
0 < k < 2n, existe un reticulado A con una estructura de Hodge de peso k :

A& =N ®;C= @ HP9 ~ Descomposicién de Hodge
p+q=k

PG _ |49:P
H," = Hy

Theorem (Torelli)

o Dos curvas suaves compactas complejas son isomorfas si y solo si existe un
isomorfismo entre sus estructuras de Hodge (polarizadas) de peso 1.

e Dos superficies K3 (i.e. superficies complejas compactas, simplemente
conexas, cuyo espacio de 2-formas holomorfas globales esta generado por
una dnica forma holomorfa no degenerada) son isomorfas si y solo si existe
un isomorfismo entre sus estructuras de Hodge de peso 2 respetando el
producto de interseccion.
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Theorem ((1,1) de Leschetz)

Sea X C PV una variedad proyectiva suave de dimensién n.

v
Conjetura de Hodge
v
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Theorem ((1,1) de Leschetz)

Sea X C PV una variedad proyectiva suave de dimensién n. Para k = 2 se tiene
A2 = H° @ Hy' @ HY? y se cumple que

v
Conjetura de Hodge
v
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Theorem ((1,1) de Leschetz)

Sea X C PV una variedad proyectiva suave de dimensién n. Para k = 2 se tiene
A2 = H° @ Hy' @ HY? y se cumple que

seNNH! «—

v
Conjetura de Hodge
v
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Theorem ((1,1) de Leschetz)

Sea X C PV una variedad proyectiva suave de dimensién n. Para k = 2 se tiene
A2 = H° @ Hy' @ HY? y se cumple que

SeNNH! <= Z n;jYj, nj € Z, Y;j C X Sub. algebraica de codim. 1.

v
Conjetura de Hodge
v
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Theorem ((1,1) de Leschetz)

Sea X C PV una variedad proyectiva suave de dimensién n. Para k = 2 se tiene
A2 = H° @ Hy' @ HY? y se cumple que

SeNNH! <= Z n;jYj, nj € Z, Y;j C X Sub. algebraica de codim. 1.

Conjetura de Hodge

| .

5 e N nHL —
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Theorem ((1,1) de Leschetz)

Sea X C PV una variedad proyectiva suave de dimensién n. Para k = 2 se tiene
A2 = H° @ Hy' @ HY? y se cumple que

SeNNH! <= Z n;jYj, nj € Z, Y;j C X Sub. algebraica de codim. 1.

Conjetura de Hodge

| .

s e N NHY <= 6= anYj, nj € Q, Y; C X Sub. algebraica de codim. k.
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THANKS FOR'
ymlq

ANY- .,

ll'l"l'-.-m
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